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5+1 μικρές ιστοριούλες για μια πρώτη επαφή 
με την έννοια του αναλλοίωτου                  

(για μαθητές Γυμνασίου-Λυκείου) 
 
 
 

Σάκης Χιονίδης 

αναλλοίωτες 
ποσότητες 
(στα Μαθηματικά) 
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Εισαγωγή 

 

 

Υπάρχουν 11 αριθμοί 

στον πίνακα – έξι 0 

και πέντε 1. Θα πρέ-

πει να εκτελέσετε την 

παρακάτω διαδικασία 

10 φορές: Διαγράφετε δύο οποιουσδήποτε αριθμούς. Αν αυτοί ήταν ίσοι , γρά-

φετε στον πίνακα ένα ακόμα 0. Αν δεν ήταν ίσοι, γράφετε ένα 1. 

  
 
Το αποτέλεσμα είναι πάντα 1. Οι 
«πράξεις» αυτές μπορούν να εκτε-
λεστούν με πολλούς διαφορετικούς 
τρόπους , αλλά υπάρχει κάτι που 
είναι πάντα το ίδιο. 
Μπορείτε να εντοπίσετε αυτό το 
αμετάβλητο-αναλλοίωτο; 

 
 
 
Αν προσθέσουμε τους 
αριθμούς που είναι 
γραμμένοι αρχικά 
στον πίνακα, βρίσκουμε 5. 
Διαγράφουμε δύο από αυτούς. Όποιοι και αν είναι αυτοί, το άθροισμα αυτό 
μπορεί είτε να μείνει αμετάβλητο είτε να μειωθεί κατά 2.Μπορούμε να το δια-
πιστώσουμε αυτό εύκολα, παίρνοντας όλες τις περιπτώσεις. Εφόσον το αρχικό 
άθροισμα είναι περιττό , μετά από 10 πράξεις ο μοναδικός αριθμός που θα έχει 
απομείνει θα πρέπει επίσης να είναι περιττός , δηλαδή ο αριθμός 1. 
 
Με τον όρο αναλλοίωτο στα Μαθηματικά , εννοούμε μια ποσότητα ή ιδιό-
τητα η οποία δεν μεταβάλλεται. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 
1 

1 

1 

Θα σου πω παιδί μου 
ποιος αριθμός έχει μείνει 

τελικά στον πίνακα. 

Πλάκα 

κάνεις. 

Εγώ , το μόνο 

αναλλοίωτο που 

γνωρίζω είναι η 

βλακεία σου. 
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Έχουμε στον πίνακα τον αριθμό 1940. Από αυτόν 
τον αριθμό μπορούμε να πάρουμε νέους αριθμούς 
προσθέτοντας ή αφαιρώντας κάθε φορά στον προη-
γούμενο έναν από τους αριθμούς 8 ή 22. 
Η ερώτηση: Μπορούμε με αυτόν τον τρόπο να πάρου-
με τον αριθμό 2023; 

 
 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1η Ιστορία 

Κάνε δοκιμές παιδί μου. 

Πειραματίσου με συγκε-

κριμένα παραδείγματα, 

μήπως και παρατηρήσεις 

κάτι. 

Ψιλοβαριέμαι λίγο. 

Αλλά θα σου κάνω το 

χατήρι. 

1940

•προσθέτω 
το 8

1948

•προσθέτω 
το 22

1970

•αφαιρώ το 
8

1962

•προσθέτω 
το 22

1984

•προσθέτω 
το 22

Τα χρωματιστά κουτάκια έχουν 

όλα άρτιο περιεχόμενο 1940, 

1948, 1970, 1962, 1984 κλπ 

Αυτό είναι μια εικασία γιε μου 

που προέκυψε από την σωστή 

παρατήρηση σου. Γιατί όμως 

συμβαίνει αυτό; 
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 Η έννοια του 

αναλλοίωτου, αν και δεν τρίγ 

 

 

 

 

 έννοια του 

αναλλοίωτου, αν 

και δεν 

αναφέρθηκε ρητά, παρουσιάζεται στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη. 

 

 

 

 

 

 

 

Η 

Λίγο ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ. Αν 

προσθέσουμε ή αφαιρέσουμε 

άρτιους αριθμούς , το αποτέλεσμα 

θα είναι άρτιος. 

Οπότε μπαμπά, 

ξεκινώντας από τον 

άρτιο 1940 και 

προσθέτοντας ή 

αφαιρώντας τους 

άρτιους 8 και 

22,αποκλείεται να 

βρούμε αποτέλεσμα 

τον περιττό 2023. 

Όταν υπάρχει μια επαναληπτική 

διαδικασία ,ψάξε να βρεις τι δεν αλλάζει. 

Στην πρώτη 

ιστοριούλα μας η 

επαναληπτική 

διαδικασία ήταν οι 

προσθαφαιρέσεις των 

8 και 22, ενώ το 

αναλλοίωτο , αυτό 

που δεν άλλαξε ήταν 

η αρτιότητα του 

αριθμού που 

προέκυπτε κάθε 

φορά, δηλαδή το 

γεγονός ότι ήταν 

πάντα άρτιος. 

Τα ίσα σχήματα ανεξάρτητα από την 

τοποθέτηση τους διατηρούν τις ιδιότητες 

τους στο επίπεδο. 
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Το στράγγισμα των ποτηριών 
Επάνω σε ένα τραπέζι υπάρχουν επτά ποτήρια σε θέση 

στραγγίσματος (θέση Κ). 

Τα βλέπουμε παρακάτω. Με κάθε κίνηση μπορούμε να 

αντιστρέψουμε τέσσερα ποτήρια  

 

  

 

 

 

 

 

 

Θα συμβολίσουμε τη  
θέση σερβιρίσματος  
με (Π) και όπως ανα- 
φέραμε τη θέση στραγ- 
γίσματος με (Κ).  
 
 
Αρχίζουμε ,κάνοντας δοκιμές:              

Κ     Κ     Κ     Κ     Κ     Κ     Κ                            7                                     0 

Αντιστρέφουμε 4 ποτήρια 

Κ     Κ     Κ     Π     Π     Π     Π                           3                                     4 

Αντιστρέφουμε 3 Κ και 1 Π  

Π     Π     Π     Κ     Π     Π     Π                          1                                     6 

Αντιστρέφουμε 4 Π 

Κ     Κ     Κ     Κ     Κ     Π     Π                          5                                      2 

Αντιστρέφουμε 2Κ και 2Π 

Π     Π     Κ     Κ     Κ    Κ     Κ                           5                                      2 

2η Ιστορία 

Είναι δυνατόν με αυτή τη διαδικασία 

να τα αντιστρέψουμε όλα, ώστε να 

είναι σε θέση σερβιρίσματος; 

Θέση Κ Θέση Π 

ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΩΝ (Κ) ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΩΝ (Π) 
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Θα προσπαθήσουμε να αποδείξουμε αυτή την παρατήρηση.  
Κάθε φορά αντιστρέφουμε 4 ποτήρια. Αν αντιστρέψουμε ν ποτήρια που είναι 
σε θέση Κ , με αυτό το ν να είναι αριθμός κάποιος από τους 0 , 1, 2, 3 ή 4 , τότε 
τα υπόλοιπα ποτήρια που θα αντιστρέψουμε ( με θέση Π) θα είναι 4 − 𝜈. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρησες παιδί μου, ότι ο αριθμός 

των ποτηριών που είναι σε θέση 

σερβιρίσματος κάθε φορά είναι ΑΡΤΙΟΣ 

αριθμός; 

Εσύ παρατήρησες ότι 

με έχει πιάσει ναυτία 

με όλους αυτούς τους 

αριθμούς; 

Επικέντρωσε τώρα στον αριθμό των 

ποτηριών που βρίσκονται κάθε φορά στη 

θέση (Π) και σταμάτα να μου στέλνεις 

αυτά τα σημειώματα. 

Εκφράζω την 

άποψη μου για 

το δικό σου 

αναλλοίωτο. 

Αριθμός των 

ποτηριών στη 

θέση (Π) 

Αριθμός των 

ποτηριών στη 

θέση (Π) 

ν                    

είναι τα (Κ) που 

έγιναν (Π) 

4-ν                    

είναι τα (Π) που 

έγιναν (Κ) 
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Δηλαδή, αν συμβολίσουμε με Π τον αριθμό των ποτηριών που είναι σε θέση 
σερβιρίσματος, τότε έχουμε 𝛱 → 𝛱 + 𝜈 − (4 − 𝜈) = 𝛱 + 𝜈 − 4 + 𝜈 = 𝛱 + 2𝜈 − 4 

 

 

  

 

 

 

 

Ο αριθμός 2𝜈 − 4 = 2 ∙ (𝜈 − 2) ως πολλαπλάσιο 
του 2 είναι άρτιος αριθμός. 
Έτσι , ξεκινώντας με 0 ποτήρια στη θέση (Π) , 
εφόσον αυτά μεταβάλλονται κατά άρτιο αρι-
θμό , ποτέ δεν θα μπορέσουν να γίνουν 7. 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εγώ προσπαθώ να του 

εξηγήσω ότι ο αριθμός 

των (Π) μεταβάλλεται 

πάντα κατά άρτιο αριθμό 

και αυτός μου απαγγέλει 

παραφράσεις του 

Καβάφη. 

Εδώ , άντρα, η επαναληπτική διαδικασία είναι το 

γύρισμα των 4 ποτηριών , ενώ το αναλλοίωτο είναι 

ότι ο αριθμός των ποτηριών στη θέση 

σερβιρίσματος παραμένει άρτιος , ανεξάρτητα από 

τις κινήσεις. 

Ωραία. Φέρε  όμως τώρα τα 

χάπια για να παραμείνει 

αναλλοίωτη η ΠΙΕΣΗ μου!! 
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Η πορεία της καμήλας 

  

 

 

 

 

 

 

Βλέπουμε δίπλα την 
κίνηση που επιτρέπεται 
να κάνει η καμήλα: 
μετακινείται σε οποιο-
δήποτε γειτονικό τετρά-
γωνο και κατόπιν τρία 
τετράγωνα σε οποιαδή-
ποτε κάθετη κατεύθυνση 

Είναι δυνατόν η 
καμήλα να μετακινηθεί 
από ένα τετράγωνο σε 

ένα γειτονικό 
τετράγωνο; 

 

 

Αφού οποιαδήποτε δύο γειτονικά τετράγωνα 
έχουν πάντα διαφορετικό χρώμα , η απάντηση 
είναι αρνητική. 

3η Ιστορία 

Θα σου μάθω ένα 

επιτραπέζιο , μοιάζει με το 

σκάκι ,αλλά σε αυτό αντί 

για άλογο έχουμε καμήλα. 

Προτιμώ το 

άλογο. 

Μας δουλεύεις ρε πατέρα. Η 

καμήλα μετακινείται πάντα σε 

τετραγωνάκια του ίδιου 

χρώματος. 

Λοιπόν ,τι λες 

παιδί μου. Μπορεί 

να γίνει κάτι 

τέτοιο; 
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 χρωματισμός εδώ των 
τετραγώνων της σκακιέρας, μας 
βοήθησε να εντοπίσουμε το αναλ-
λοίωτο στοιχείο , αλλά και να 

απαντήσουμε στην ερώτηση. 
Αυτός ο χρωματισμός ,αν δεν υπάρχει 
,μπορεί να εισαχθεί για να αντιμετωπί-
σουμε το συγκεκριμένο πρόβλημα. 
 

 

 

Θέλουμε να δείξουμε ότι 
δεν μπορεί να καλυφθεί 
χωρίς επικαλύψεις από 15 
πλακίδια διαστάσεων 
1 × 4 , δηλαδή κάτι τέτοια: 

 

 

                            και από ένα πλακίδιο όπως 

αυτό του διπλανού σχήματος 

 

 

 

 

 

Ο 

    

        

        

        

        

        

        

        

        

Η κίνηση της καμήλας είναι η επαναληπτική 

διαδικασία , ενώ το αναλλοίωτο είναι το χρώμα του 

τετραγώνου στο οποίο βρίσκεται η καμήλα. 

Να ένα πρόβλημα 

επικάλυψης, για να 

περάσεις ευχάριστα την 

ώρα σου. 

Προτιμώ να γράφω 

ποιηματάκια 

αφιερωμένα σε 

σένα. 

Οπότε δεν μπορούμε να  

πλακοστρώσουμε την 

ταράτσα με τέτοια  πλακάκια 
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Τα πλακίδια 1 × 4 καλύπτουν πάντα άρτιο αριθμό λευκών τετραγώνων , ανε-
ξάρτητα από τη θέση τους στο ταμπλώ .Μπορείς αυτό να το δεις στο παραπά-
νω σχήμα : το κατακόρυφο καλύπτει 2 τετραγωνάκια, ενώ το οριζόντιο 4. 
Επιπλέον ,το μοναδικό ιδιαίτερο πλακίδιο καλύπτει πάντα περιττό αριθμό 
λευκών τετραγώνων. Παρακάτω βλέπουμε μερικές τέτοιες τοποθετήσεις του ι-
διαίτερου πλακιδίου. 
 

 

 

 

 

 

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

Εδώ θα 

χρησιμοποιήσουμε 

κάποιον άλλο 

χρωματισμό , όχι αυτόν 

της σκακιέρας. 

Θα 

παίζουμε 

τώρα με 

τα 

χρώματα; 

Τώρα κατάλαβα. Τα πλακίδια 𝟏 × 𝟒 

είναι 15 και όλα μαζί καλύπτουν 

άρτιο αριθμό λευκών τετραγώνων , 

ενώ το ξεχωριστό πλακίδιο καλύπτει 

1 ή 3 λευκά τετράγωνα. 

Επειδή 

ΑΡΤΙΟΣ+ΠΕΡΙΤΤΟΣ=ΠΕΡΙΤΤΟΣ, όλα 

τα πλακίδια θα καλύψουν περιττό 

αριθμό λευκών τετραγώνων ενώ το 

ταμπλώ έχει 𝟔𝟒 𝟐⁄ = 𝟑𝟐 = 𝜜𝜬𝜯𝜤𝜪𝜮  λευκά 

τετράγωνα. 
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Η παράξενη γλώσσα ΠΦ 

  

Το αλφάβητο αυτής της γλώσσας περιλαμβάνει μόνο δύο γράμματα: τα Π και 

Φ. Επιπλέον , η γλώσσα ικανοποιεί τις εξής συνθήκες: 

 Αν διαγράψουμε από οποιαδήποτε λέξη δύο γειτονικά γράμματα ΠΦ , 

θα πάρουμε μια λέξη με το ίδιο όνομα. 

 Αν εισάγουμε  σε οποιοδήποτε σημείο της λέξης τους συνδυασμούς ΦΠ , 

ΠΠΦΦ ή ΦΦΠΠ , παίρνουμε πάλι λέξη με το ίδιο νόημα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θα αρχίσουμε πάλι τους 

πειραματισμούς. 

4η Ιστορία 

Θα σου διηγηθώ μια 

ιστοριούλα , που είχα ακούσει 

από τον παππού σου, για μια 

διάλεκτο με το όνομα ΠΦ. 

Συνεχίζει να 

επαληθεύει 

το 

αναλλοίωτο 

στοιχείο που 

τον 

χαρακτηρίζει 

Ο πατέρας μου , με 

είχε ρωτήσει τότε, αν 

οι λέξεις ΠΦΦ και 

ΦΠΠ έχουν το ίδιο 

νόημα Ο παππούς ήταν το ίδιο 

μαζόχας όπως εσύ. 
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Ας πάρουμε μια λέξη αυτής της γλώσσας, όπως την ΠΠΦΠ και να δημιουρ-

γήσουμε άλλες λέξεις με το ίδιο νόημα : 

𝛱𝛱𝛷𝛱 → 𝛷𝛱𝛱𝛱𝛷𝛱 → 𝛷𝛱𝛱𝛱 → 𝛱𝛱𝛷𝛷𝛷𝛱𝛱𝛱 . Μετράμε τα Π και Φ σε κάθε 

λέξη και σχηματίζουμε τον πίνακα: 

 

Οι λέξεις Αριθμός των Π Αριθμός των Φ Η διαφορά 

Π−𝜱 

ΠΠΦΠ 3 1 2 

ΦΠΠΠΦΠ 4 2 2 

ΦΠΠΠ 3 1 2 

ΠΠΦΦΦΠΠΠ 5 3 2 

Παρατηρούμε ότι για κάθε επιτρεπτή διαγραφή ή εισαγωγή κάποιου συνδυα-

σμού γραμμάτων , η διαφορά ανάμεσα στο πλήθος των Π και Φ είναι πάντα η 

ίδια. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Για τις λέξεις που μας ενδιαφέρουν ,θα έχουμε: 

λέξεις Πλήθος Π Πλήθος Φ Διαφορά Π−𝜱 

ΠΦΦ 1 2 −1 

ΦΠΠ 2 1 1 

Επομένως , δεν είναι δυνατόν να πάρουμε τη λέξη ΦΠΠ από την ΠΦΦ 

χρησιμοποιώντας τις επιτρεπόμενες πράξεις , και δεν μπορούμε να ισχυρι-

στούμε ότι αυτές οι λέξεις είναι συνώνυμες. 

 

 

 

Δηλαδή αυτή η 

διαφορά είναι η 

αναλλοίωτη 

ποσότητα 
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Ένα παράξενο κατάλυμα 

 Οι ήρωες μας βρίσκονται σε ένα «παράξενο» 

ξενοδοχείο: είναι κυκλικό με έξι δωμάτια ,όπως 

φαίνεται παρακάτω και επικοινωνούν τα διπλανά 

μεταξύ τους με μία πόρτα. 

 

 

Ο ξενοδόχος έβαλε κάποιους πε- 

ριορισμούς στις μετακινήσεις  

τους. Επιτρέπεται να μετακι- 

νηθούν κάθε φορά δύο οποιοι- 

δήποτε σε δωμάτια που είναι  

γειτονικά σε εκείνους τη συγκε- 

κριμένη χρονική στιγμή. Για  

παράδειγμα , μπορούν ταυτό- 

χρονα να μετακινηθούν ο παπ- 

πούς στον Θανασάκη και ο προ- 

φήτης στον σκύλο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Εξαρτάται ,μόνο, από  τις διαθέσεις τους; 

Θα προσπαθήσουμε να απαντήσουμε στο ερώτημα , αριθμώντας πρώτα τα 

δωμάτια. 

 

5η Ιστορία 

Θα μπορέσουν να 

συναντηθούν όλοι μαζί 

σε κάποιο δωμάτιο; 

Αυτό εξαρτάται από 

τις διαθέσεις . Από 

ότι ξέρω ο παππούς 

δεν «πάει» τον 

Θανασάκη 



 

 
14 

Έτσι ,ο προφήτης έχει τον αριθμό 1, ο σκύλος τον 

αριθμό 2 , ο Θανασάκης τον αριθμό 4 κλπ. 

Ας υποθέσουμε ότι μετακινούνται σύμφωνα με 

τους περιορισμούς του ξενοδόχου και σε κάποια 

χρονική στιγμή βρίσκονται στις θέσεις που 

φαίνονται στο διπλανό σχήμα και είναι σημειω-

μένες με αστεράκια. 

Θα υπολογίσουμε το άθροισμα S των αριθμών των 

δωματίων που είναι κατειλημμένα , συνυπολογίζοντας 

τις πολλαπλές εμφανίσεις ενός αριθμού. 

Έτσι, για τη διάταξη του παραπάνω σχήματος ,θα είναι 
𝑆 = 2 + 2 + 4 + 5 + 6 + 6 = 25 

Όταν μετακινηθεί ένας ένοικος σε γειτονικό δωμάτιο , ο αντίστοιχος προσθε-

τέος στο άθροισμα από περιττός γίνεται άρτιος ,ή αντίστροφα από άρτιος γί-

νεται περιττός. Επομένως , όταν μετακινηθούν συγχρόνως δύο ένοικοι , η 

αρτιότητα του S δεν αλλάζει (δηλαδή είναι πάντα ή άρτιος ή περιττός). 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Αν όλοι οι ένοικοι βρίσκονται στο ίδιο δωμάτιο , τότε αυτό το άθροισμα S θα 

είναι της μορφής 6 ∙ 𝛢 . Για παράδειγμα , αν μαζευόντουσαν όλοι στο δωμάτιο 

του παππού το 𝑆 = 6 ∙ 5. O παραπάνω αριθμός 6 ∙ 𝛢 είναι άρτιος ,ενώ το αρχι-

κό άθροισμα είναι 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21. 
 

 

 

 

 

1 2 

3 

4 5 

6 

Δηλαδή ,η αρτιότητα του S 

είναι η αναλλοίωτη 

ποσότητα. 

Οπότε ,δεν 

μπορεί να 

γίνει η σύναξη 
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Πατέρα, έχω μια ερώτηση. 

Γιατί τα σχολικά 

μαθηματικά δεν 

ασχολούνται με αυτά τα 

πεδία; 

Τέτοια πεδία ,όπως τα αναλλοίωτα , τα 

παίγνια , οι χρωματισμοί, αλλά και οι 

κατασκευές , υπάρχει περίπτωση ,όχι 

μόνο να σε κρατήσουν ξύπνιο την ώρα 

του μαθήματος ,αλλά και να σε κάνουν 

να αγαπήσεις τα Μαθηματικά. 

Το επόμενο 

ραντεβού μας 

με τα παίγνια 


